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§o. Overzicht, definities en notatie. 
zijn families verzamelingen 
zijn verzamelingen 
is het kardinaalgetal van A, resp.&. 
zijn willekeurige kardinaalgetallen = 
initiaal ordinaalgetallen 
is het kleinste kardinaalgetal dat groter 
is dan a 
zijn ordinaalgetallen (1 ={ n In< l} ,etc.) 
= min { e 3f:S• a V~ea 3n€ S r(n)>~} 
= min { y y 13~a} 
~ heet quasidisjunct als :IZ VB,B'g):;. BfB' ,. B n B'=Z 
J;.. heet een triviale quasidisjuncte familie als 1Itl~2 
Laat nu at een "grote" familie "kleine" verzamelingen ziJn, 
( lotl=a en VAs<J.. IAl<S en 2 13<a ), dan hoeft alnog niet noodzakelijk 
grote disjuncte deelfamilies te bevatten, zelfs niet als nOt.= 0, 
2 
Voorbeeld: Zij X een willekeurige (grate) verzameling en 
OC={{O, 1}}u{{2,x} JxeX\{O, 1,2}} 
X 
X 
2 
Wel bevat CLaltijd grate quasidisjuncte deelfamilies: 
Stelling 1 • SANIN [4] 
Als JC(,j =a regulier en overaftelbaar is, en 0::.. bestaat ui t eindige ver-
zamelingen, dan is er een quasidisjuncte deelfamilie ~cOtmet 
IJ:,.I = loci =a. 
Stelling ;2. ERDOS 2 RADO [1] , MICHAEL [3] 
Als latl >y 13 oneindig is en VA€C1., JAl.::_S, dan is er een quasidisjuncte 
deelfamil:i.e '\:9- cJJ., z6 dat llJ.I =y. 
Het is eenvoudig in te zien dat stelling 1 niet uit stelling 2 volgt, 
zelfs niet in het geval CL een collectie n-element verzamelingen is met 
vaste, eindige n. Om beter te zien waar de moeilijkheid ligt schrijven 
we stelling 2 in de volgende equivalente vorm: 
Stelling ;~' 
Als IClJ=a,a oneindig, en VAe.CLJAJ<S, dan is 
sup{ 11:9-1 I t:,. eden );;. quasidisjunct } ~ ~ = derIBin{ y hS~a}. 
Als nu a regulier is, en 'c/A€CL I A I< N0 , dan is er een n E: ~O z6 dat 
~ = def { Ae<X. I IA I =n } gelijkmachtig is met CL Als we stelling 2' 
op deze CJ., en S=n toepassen krijgen we: 
n 
sup{ llJ-1 I Js.ea ca. en J::;. is quasidisjunct } = a 
n 
Als we echter stelling 1 op <l:. ( of ct) toepassen krijgen we: 
n 
max{ ltl I 
3 
·l::,.c<X, cot en J::,.. is quasidisjunct } = a 
n 
In dit rapport zal nu bewezen worden: 
Stelling 3 
Als !DC.I =a oneindig is en 'vAe,<:$.. I A I < B, dan is 
sup{ IJ::.I I ~cCL en~ quasidisjunct } > ~ 
Bovendien wordt dit supremum altijd aangenomen (d.w.z. "s,up=max") 
als ~ regulier is. 
Voor elke a en B waarvoor ~ singulier is, is er een f'amilie OC,met 
J<Ij =a en 'vAe,<Y_ I A I =B, terwij 1 
t,.cOl en J::,. is quasidisjunc:t • it,.i <~ 
Het is eenvoudig in te zien dat uit stelling (3) zowel stelling 1 als 
2 volgt. Bovendien zullen we aantonen dat voor elke a en B (a oneindig) 
er een f'amilie CL bestaat met lex.I =a, 'vAe '1 I A I =B en t;.c..<1.. en l::,, is quasi-
disjunct =+ t:;. ::_ ~- ( voorbeeld 3, pag. 12 1 overgenomen ui t [1] ) • 
Tenslotte zal aangetoond worden dat ook in het geval van een f'amilie 
CSl.met ICil=a, 'f/Ae.Cl. IAl<B (vergelijk stelling 1, B=3'<0 ) toepassing van 
stelling 3 de scherpst mogelijk resultaten levert. (vb. 6, pag. 15-18) 
In § 1 geven we enkele eenvoudige lemma's over quasidisjuncte families 
over eigenschappen B en van~, en de beloof'de voorbeelden. 
In §2 wordt stelling 1 bewezen. Daar Stelling 1 uit stelling 3 volgt 
en stelling 3 onafhankelijk van stelling 1 bewezen wordt, J.S dit bewijs 
strict gezien overbodig. Omdat dit bewijs zoveel eenvoudiger is, en 
stelling 1 toepassingen heef't, bijvoorbeeld in de theorie van topo-
logische producten, is het toch opgenomen. 
In §3 wordt stelling 3 bewezen. Het bewijs bestaat uit een eenvoudige 
generalisatie van het door E. Michael in [3] gegeven bewijs van 
stelling 2. 
Toepassingen 
We vermelden enige toepassingen. 
Een topologische ruimte heef't de Suslin-eigenschap, S, als elke f'amilie 
disjuncte open verzamelingen af'telbaar is. 
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• • V • • V Een topolog1.sche ru1.mte heeft de San1.n-e1.genschap, S, als elke over-
aftelbare familie open verzamelingen een overaftelbare deelfamilie 
heeft met een niet lege doorsnede. 
V 
Ga na dat; separabel ~ S ~ S. 
Nu volgt uit stelling op eenvoudige w1.Jze: 
V 4. Een topologisch product van ruimten met de Sanin-eigenschap 
" . . heeft de San1.ne1.genschap. 
5, Een topologisch product van ruimten heeft de Suslin-eigenschap 
mi t:s alle eindige deelproducten de Suslin-eigenschap hebben. 
6. Een topologisch product van separabele ruimten heeft de Sanin-
eigenschap en dus ook de Suslin-eigenschap. 
In [1J be:reiken Erdos en Rado ook resultaten voor eindige a en B, en 
vermelden dat hun onderzoekingen in feite voortkomen uit problemen in 
de getaltheorie. 
Voor de bewij zen van 4, 5 en 6 en nog enkele toepassingen z1.e [2] en 
ook [3] en [4] . 
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§1. Quasidisjuncte families. Voorbeelden. Rekenen met V'a' 
We geven een aantal eenvoudige lemma's, ten dele zonder bewijs. 
Lemma 1 
Voor een familie verzamelingen l:;,is equivalent: 
(a) t~is quasidisjunct 
(b) VB,B'e.t- B:f:B' ~ BoB'=n~ 
(c) { B\n~ I Bel:,,} is een disjuncte familie 
(d) VA,B,c~):;. {A,B,C} lS quasidisjunct 
Lemma 2 
Elke familie verzamelingen bevat maximale disjuncte deelfamilies en 
maximale quasidisjuncte deelfamilies. 
Bewijs. Pas 1(d) en het Teichmuller-Tuckey lemma (of bijvoorbeeld het 
Zorn-lemma) toe. 
Lemma 3 
Als ~cO[ en r,. is quasidisjunct, dan is: 
6 
Bewi.j s. Als ~ een parti tie van een verza.meling C is, dan is 
le..l.::.lcl. Nu is {{nt;},B\nl;;. jBe~-} een partitie van een deelverzameling, 
nl. ut;, , van U<lt. 
Lemma 4 (zie figuur 1) 
Voor alle a, 8, y (a oneindig) geldt: 
(a) Als y<~ dan is y 8<~ 
(b) 8<~ ~28<8Ja' #28<a 
(c) 28>a ~~2 
(d) Als y~a 8 dan is n!Jal 
Bewijs. Voor eindige 8 is ~a, en zijn alle uitspraken triviaal. 
Veronderstel nu 8 oneindig. 
(a) Als y 8!.fa', dan is per definitie van~ 
y8=(y8 )8.::_( ~)8.::_a. Dus Y!...r&. 
(b) 8<Vci1 • 28~ 8<~a volgens (a). (Natuurlijk is 88~(2 8) 8=28 
dus 28=8 8~ voorOlleindige 8), 
(c) Dit is een herformulering van (b). 
(d) (~)8=(&cr)8.8=(~)8>a8>y dus 
- - , 
brl>W. 
Figuur 1 (pag. 7) en figuur 2 (pag. 9) tonen "de grafieken" van de 
functies a.~~a• en, ter vergelijking, wf'a 8• In figuur 2 is de algemene 
v + a 
continuumhypothese (va a =2) aangenomen. Deze grafieken warden be-
shcreven in de lemma's 4, 5 en 6. 
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figuur 1 
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Lemma 5 
Voor elke Sis ~een continue functie. D.w.z. als (a~)1<y een strict 
monotoon stijgende "rij" is, met limiet (= sup) a, dan geldt 
lim ~, = ~ 
1<y 
Bewijs, Het 
"1<y ~ a 
is duidelijk dat tl-,een zwak. monotone functie is, dus 
.::_ ~ Laat nu: 
s 
a'= lim ~ . def 1 
~<y 
Dan geldt: 
voor elke 1 <y, dus 
Hieruit volgt: 
Het volgende lemma diene alleen ter illustratie. Het b~wijs is in elk 
leerboek over kardinaalgetallen te vinden. (Bijv. Klaua - Algemeine 
Mengenlehre II §45 p. 329-330). 
Lemma 6 (zie figuur 2) 
cfa (a) Voor alle oneindige a a >a 
(b) Onder aanname van de algemene continuum hypothese geldt 
dus 
{ a als S<cfa as = 2a als cfa.::_S<a 213 als 2<a<S 
~{ + 2 als ,(3 >a als + y Y =a en cfy.::_S <y 
a in de overige gevallen. 
y 
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figuur 2 
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2B) n-• • 
1+ I 
s +++ 
s 
-
? 
= de grafiek van (.) 13 
= de grafiek van b-, 
We nemen aan dat de algemene continuum 
hzyothese geldt. 
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Voor een voorbeeld\(4), hebben we het volgende lemma nodig. 
Lemma 7 
Als !:Jai een limietkardinaalgetal is, y=cf~, en (a.i)1<y is een strict 
stijgende rij die naar ~ convergeert, dan J.S 
Bewi.is. Merk op dat{'3Ja•is een limiet) • ~a>2 =$> 2 13<a • 2 13<~ (lemma 4). 
Laat {A~l~<y} een collectie disjuncte verzamelingen zijn met IA11=a~, 
1<y. De .::._13-elementdeelverzamelingen van A:=U{A11 <y} vormen een'familie 
OCmet machtigheid IAl 13=(~9 13=a 13 (vergelijk lemma 4). 
Het geval 13<cr13Ja1. 
In dit geval is er voor elke 13-element deelverzameling B van A een 
1<yz6 dat BcU{An In< ·i}. Dus geldt: 
a 13= lotl.:. I lu{A I n<1} 113 
~<y n 
.:. I ( 111. 1A11) 13<y·. ~~ 
l<y 
omdat l~I. IAJI<~ en dus ( 111. IA11 ) 13<~ (lemma 4a). 
Het is duidelijk dat oak voor alle n<y 
en dus 
13 
~.:.f\ aa. 
°i<Y 
In di t geval is dus n a =~a=a13 • 
13 '3<y 1, 
Het geval y=cf<.la1<13. 
Elke .::._13-element deel.verza.meling B van A heeft een canonieke partitie 
(BnA~)1<y in .::._13-element deelverzamelingen van A1. Daar y.::._13,corres-
pondeert oak elke rij (Bl)l<y met I B11.::J3 en ~cAa, 1e.y, met een .::._13-
1.1 
element deelverza.meling, nl. uf1;3~1i,l:::y} van A. 
Dus 
ICII= r\ ai. 1<y 
Nu definieren we f:y+y met transfinite inductie als volgt: 
als voor 1<y en alle n<l f(n) gedefinieerd is, laat dan 
r(1)=min{·f 1Vn<1 711 >r(n) en al'>(a3)'3} 
Dit kan daar a.f 8J'&' _.. (a0)8<.~\ (lemma 4a) ,Nu is f 1-1. 
Derhalve is 
Voorbeeld 
We geven eerst een triviaal voorbeeld van een fa.milie CI. van "grate" 
verza.melingen (:!Ae<I. 2 I A I> 1<11 ) zonder ( niet tri vi ale) quasidisjuncte 
deelfa.milies 
Zij a willekeurig. Laat 
Zeals elke door inclusie lineair geordende fa.milie bezit CX.slechts 
triviale quasidisjuncte deelfa.milies. 
l<Xl =a 
VA€C'L IAl<a. 
Merk op dat ~2. (vergelijk stelling 3) 
Voorbeeld 2 ( Illustratie van stelling 1 , lex.I =a singulier) 
In dit voorbeeld is Cleen fa.milie 2-elements verza.melingen zo dat 
laJ =a is singulier 
enl:,.c.oten ~is quasidisjunct • lt,.I <a, 
In overeenstennning met stelling 3 is wel sup{ll:9-1 I .•. }=a. 
Laat { As ls<cfa} een fa.milie disjuhcte verza.melingen zijn met 
IASl=as<a en Ias=a. Kies uit elke As een vast punt as, s<cfa. 
12 
Laat 
a.s={{as,x}lxeAS\{as}} 
en 
Het is eenvoudig in te zien dat dea(s de maximale q_uasidisjuncte-maar-
niet-disj1mcte deelfamilies van Cl. zijn. Deze hebben machtigheid 
lc;l=IAsl==cts<ct. Als~c<X.,een disjuncte familie is, dan is IJ:,,nCX,sl.::_1 
voor elke s<cfct dus l!:9-l.::_cfct. 
Voorbeeld 3 ERDb'S-RADO [1] 
We la ten ~den dat stelling ( 2) een zo scherp mogelijke schatting geeft 
voor sup{ 11~1 I ~en t;. q_uasidisjunct}. 
Hier is: 
ICII =ct 
VAe<llAl=s 
max{ J}:;I IJ;.cOlen lJ,.q_uasidisjunct}=~l 
Hieruit blijkt oak dat het geval 2 13.:,_ct niet interessant is. Dan is 
immers ~~2, en bevat C( geen niet-triviale q_uasidisjuncte deelver-
zamelingen. Zie oak voorbeeld 5, 
Laat :f een deelfamilie van de familie van alle afbeeldingen S+~ 
zijn, z6 dat 
( i) 11~ I =ct 
(ii) fbevat alle constante afbeeldingen. 
Definieer voor elke f:S+¼i 
en 
13 
(In de verzamelingsleer wordt vaak een functie zo gedefinieerd dat 
f=Ar.) Laat nu l:;cCleen quasidisjuncte familie zijn, en Z=ol:,.. 
Definieer 
0 B 
Voorbeeld. 4 
Kennelijk is 'vf ,get; \/a€.1r 13z 
( 1 , r a) = ( ~ , g a) en t;., 
dus rt(1r 8Z)=gt(1r 13z). 
Als 1r 8Z=B, dan is dus Jt;J=1. Als 
3ne:S\1r 8z, dan is v'f,gel:;. 
f(n)fg(n), 
daar anders ( n ,f( n) )e.AfnA maar ¢fl "t,,, 
g ' s 
Hieruit volgt dat Jt:;12..I {f(n) I ff;.~ l.:..va1 
In stelling 3 kan de voorwaarde 1n '(~ is regulier) • "sup=max"' 
niet verzwakt worden. 
Zij ~ singulier. We geven een voorbeeld van een familie CLz6 dat 
lctl=a 
'vA€Cl.lAl=B 
~ti-c<L lJiis quasidisjunct =+ l~J <8Ja: 
Merk op d.at ~ is singulier ~@rc?>2 • B<28<a, en a. 1s oneindig. 
Laat 
y=cf~ 
en laat {A~l~<y} een rij disjuncte verzamelingen z1Jn, met strict 
stijgende machtigheid, >B, terwijl 
A=u{A~ I ~<y} 
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machtigpeid ~heeft. Zij B met IBl=s disjunct van alle A~. 
We onderscheiden nu twee gevallen 
(a) S<y~ 
Nu is volgens lemma 7 ~a. Kies voor elke s<y een Bs<As met IBSl=s. 
Laat 
C\ = { Bsu{x} I xeAS\Bs} 
Ol=u{<\ ls<y} 
X 
X 
B +2 
Precies als in voorbeeld 2 vormen de <ls de maximale quasidisjuncte-
maar-niet-disjuncte deelfamilies van Cl, terwijl als t";,c<t disjunct is, 
terwijl als t;.cCl disjunct is, weer it,."(1s 1~1 voor s<cfa dus 
l~I ~cfa<a=~ 
(b) y~. 
Laat C!L* = { Bv{as I s<y} I Vf.,<y a SSAS}, 
d. w. z. de verzamelingen ui t at* bestaan ui t B en verder bevatten ze 
uit elke As,s<y precies een punt. Merk op dat 
en 
I or,= n I As I= ( ~) 8 
s<y 
(lemma 7) 
V.A60CIAl=s+y=s. 
Kies nu een wil:kkeuri~ familie (tee,{_* met ldl.l =a. Zij lK.Clc.Ol een quasi-
disjuncte deelfamilie, en 
z=n~. 
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Als ZoAE;;i¢ voor alle t;;<y, dan is ~={Z}. 
Anders kiezen wet;; (eventueel minimaal) zo dat ZnAE;:=¢. Dan geldt 
\/B,B'et;.. 
en beide verzamelingen zijn singletons. Dus is 
Voorbeeld 5 (J. v.d. Slot) 
We geven nog een voorbeeld van een familie Ot.zo dat 
l~=a 
\:IAe.<tl A I< 8 
28>a 
1:9.cOl en t,.. is quasidisjunct • Ii:;.! <2. 
Laat {0,1} de discrete topologische ruimte met 2 punten ziJn, en 
8 
X={0,1} 2 het topologische product. De ruimte X heeft een dichte deel-
ruimte D met 8 punten (zie evt. [2], of E.S. Pondiczery-Duke Math. 
Journ . ..U.(1944) 835-837). Als voor na28 TI :X+{0,1} de projectie op de 
n 
n-de coordinaat aangeeft, dan is gemakkelijk na te gaan dat 
-1 I s { TI {O}nD ne2} 
n 
een stelsel verzamelingen is, waarvan alle eindige doorsneden twee 
aan twee verschillend zijn. Derhalve bevat dit stelsel geen niet-
triviale quasidisjuncte deelfamilies. Laat nu AC2 8 en IAl=a, en 
Voorbeeld 6 
Het geval IC{!=a en VAcCljAl<B lijkt op het eerste gezicht mogelijk 
scherper behandeld te kunnen worden dan met behulp van (3). Het geval 
a.s_B is natuurlijk niet interessant (zie voorbeeld 1). Als 8<adan is 
het bovenstaande geval eenvoudig tot (3) te herleiden, zij het dat de 
formulering onoverzichtelijker wordt: 
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Stelling 4 
Als la,l =a en VA €,(1 I A I< S voor een vaste S<a dan is 
( i) sup{ lr;.I I ~ccr.. en ~ quasidisjunct } > 
S S' > lfa'= min{ Y lsup{y IS'<S}>a} 
- def -
(ii) Voor elke a en S bestaat een familie C1. met IOlJ=a, \IA£0l. IAI <S 
en \/t,,c.C1 't,,is quasidisjunct • lbl <~. 
(iii) Als ~ regulier is, geldt "sup=max". 
(iv) Voor elke a en S waarvoor ~singulier is bestaat een familie 
dmet ICil=a, VAe.C!. IAl<S en\/):;.c~ t;.is quasidisjunct • 
l~l<Wa'. 
Opmerking 
De voorwaarde S<a is nodig. Als S.::_a dan hoeft Cl.geen niet-triviale 
quasidisjuncte verzamelingen te bevatten (zie voorbeelden 1, 3 en 5), 
dus soms is sup{ll:9-1 I ... }=2. Als S=a een sterk limietkardinaalgetal 
l.S , (d.w.z. y<a ~ 2Y<a) dan is echter a=e.ro:,. 
Opmerking 2 
s I I II ( ) II sup{y S'<S} wordt wel y tot de zwakke macht weak power S genoemd, 
notatie: 
P. s I 
y~ = sup{y IS'<S}. 
Het ligt dus voor de hand 
~=min{ y IAa} 
de zwakke S-de machtswortel uit ate noemen. Allereerst een voorbeeld 
van zwakke wortels en machten, onder aanname van de algemene continuum-
hypothese: 
~- )('o ~1 -· -(v) 2 -2 +2 + .. ,-W,+JC'2+ .. . -~. 
_t{' . Ji, 
(vi) if. >l('~>lf O=Jf" . 
w+1- w - w w+1 
.if 
(vii) ~=)fw. 
J(' 
(viii) ~=2. 
w 
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De volgende rekenregels zijn eenvoudig na te gaan 
(ix) c<~ ... ~~~ 
(Merk op dat in het rechterlid = kan gelden: a=~+ 1 ,8=~,c=2) 
"8' <8 c<~ ~ c8• <~. (x) 
(xi) 
(xii) 
8 8 8' 
.::J7i' ~wa' ~ min{wci'l8 1 <8L 
8<cfa -+ ~in{Uo:118 1 <8}. 
Bewijs van stelling 4 (m.b.v. stelling 3) 
Voor elke 8'<8 definieren we 
Cl( 8') = { Ae<1 I I A I =8' L 
Daar 8<a geldt 
sup{ IC1(8 1 )I l8 1 <8} = a. 
We onderscheiden twee gevallen. 
Ten eerste 
(xiii ) 3 8 ' < 8 l<t( 8 ' ) I =a . 
Di t is bijvoorbeeld steeds zo, als 8<cfa, dus o. a. als Cl. een familie 
eindige verzamelingen is en ICLI is regulier en overaftelbaar (vgl. 
stelling 3 ~ stelling 1 ) • 
Volgens stelling 3 geldt nu 
sup{ lt;;I I t;cCL( 8' )cd en ~quasidisjunct}.:_~ =~~Ja! 
Als nu Yet>~, dan is er dus een quasidisjuncte lo,c.(l( 8') met 
8 8 8' Ito.I =v[7il. Ui t stelling 3 volgt dat zo 'n ~ ook bestaat als :::,.r-&= Ja' en 
Wis regulier. Hiermee is in geval (xiii) stelling 4 (i) en (ii) be-
wezen. 
Ten tweede 
(xiv) ''0'8 ' < 8 lru 8 ' ) I < a . 
Volgens stelling 3 is voor elke 8'<8 
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sup{ l~I I l.cl:((8') en t;,,quasidisjunct} .::.. u1~8') i' 
* Stel dat voor zekere a en alle 8'<8 
dan is 
dus 
we gens (xv) . 
Uit deze tegenspraak volgt dat (xv) niet waar is, waarmee stelling 4 (i) 
bewezen is. 
Als ~regulier is en groter dan 2, zullen we aantonen dat 
(xvi) 8<~. 
Omdat 
8'~ 8 
sup{ V IU.lJj ·JI I 8·'<8} .::_ ';,.la' 
* volgt ui t (xvi) dat :18 <8 
Eventueel nog m.b.v. stelling 3 volgt dan dater een quasidisjuncte 
~(1(8*) is met Ito.I~ Hiermee is ook stelling 4 (iii) aangetoond, 
zodra (xvi) bewezen is. 
Bewijs van (xvi) 
Veronderstel y:fJra,~ en y is regulier, en groter dan 2. Voor alle 
8'<f3 geldt nu 
dus 
(xvii) (2 81 )<y. 
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Daar B<a (gegeven) en dus y<a, is er een B'<B z6 dat 
Hieruit volgt 
(xviii) B'<y 
B' B' (2 )<y<y . 
B' 
en daar y regulier is, en y gelijkmachtig met de B'-element deelver-
zamelingen van y: 
y<yB'.::.. I (y')B'.::.. I (y')y'<y,y. 
y'<y y'<y 
't. .. 't.. 
xviii xvii 
Tegenspraak. 
We maken tenslotte nog (ii) en (iv) van stelling 4 aannemelijk. 
Laat y=~. 
(ii) Vervang in voorbeeld 3 (pag. 12) ~ door y=k Merk op dat 
y8.::_y~.::_a. Vervang verder elke Af door de volgende verza.rnelingen 
A n(B'xy) f B'<B, 
(iv) Dit gaat geheel analoog aan voorbeeld 4 (pag. 13), alleen is 
de gevalonderscheiding iets anders. Het eerste voorbeeld 
geldt nu voor B.::_y i.p.v,• voor B<y. Het tweede voorbeeld 
geldt nu voor y<B i.p.v. y:5_f3. Verder moet elke B-element 
deelverzmaeling C€Ci vervangen worden door een antal ge-
schikt gekozen verza.rnelingen met <B elementen, die door 
inclusie lineair geordend zijn, en vereniging C hebben. 
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§2. Families van eindige verzamelingen 
Stelling 1 
(a) Als ICil=a regulier is en overaftelbaar, en ct bestaat uit 
eindige verzamelingen, dan is er quasidisjuncte ~c Ctzo dat 
l~l=I~-
(b) Als l<iJ =a singulier is en overaftelbaar is, en <I, bestaat ui t 
eindige verzamelingen dan is 
sup{ IG-1 ll:,,cGten l:9,quasidisjunct}=a. 
Opmerking 
Voorbeeld laat zien dat in (b) het supremum niet hoeft te worden 
aangenomen. De eis "l<ll overaftelbaar" is essentieel: beschouw 
~={ { 1 ,2 ,3, ... ,n} I ne ~-0}. 
Bewijs 
(b) volgt direct uit (a),daar elk singulier (dus limiet) kardinaal-
getal de limiet is van reguliere kardinaalgetallen (opvolgers bij-
voorbeeld) . 
(a) Als ICLI regulier is, is er een natuurlijk getal n zo dat 
l{AecY IAl=n}l=a. De stelling volgt nu direct uit het volgende lemma: 
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Lemma 
Als l<1J=a regulier is, en n is een natuurlijk getal terwijl VA IAJ=n, 
dan is er een l;g.c,Ql zo dat l\:g.l = J~ • 
Bewijs van het lemma 
Het bewijs gaat met inductie naar n. Als n=1 is Cl: disjunct, en kunnen 
we I.= Clnemen. 
Laat het lemma bewezen ziJn voor families met (n-1)-element verzamelingen. 
Laat or.*c~een maximale disjuncte deelverzameling van (5lzijn. Als 
l<t"I =a kunnen we t;=<r nemen. Zij Ol<a. Voor elke Ae.<'.i is er een A e oc 
* ~ * met A n AT!ZI , vanwege de maximali tei t van ({ . Daar a regulier is , is er 
* * een A £at zo dat 
* . . * Daar A eindig is, is er een x&A zo dat 
I {Ae.~1 xsA} I =a. 
Beschouw nu {A\{x}JAeC!.en x6A}. Volgens de inductie hypothese bevat 
* deze familie een quasidisjuncte deelfamilie to:, van machtigheid a. 
Definieer 
Het is. eenvoudig na te gaan dat t'9, quasi disjunct is, ~caz. en lr;..J =a. 
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§3. Het algemene geval 
Stelling 3 
Als l<lJ=oi en \fAe('j., IAl<S dan is 
(i) sup{ l~I its.cm. en~ is quasidisjunct}>~. 
(ii) Bovendien wordt dit supremum altijd aangenomen als ~ 
regulier is. 
Bewi,js 
S . Sr:::,... 1 . . d Als 2 ~a,, dan is v a-2. Verge iJk e voorbeelden 3 en 5 en lemma 4. 
s We mogen dus aannemen dat 2 <a, d.w.z. (lemma 4): 
Sr-;,;:"\ . • We behandelen nu eerst het geval dat uu.•regulier is, en tonen dan 
(i) en (ii) aan,(A). vervolgens leiden we hier op eenvoudige wijze (i) 
ui t af voor het geval ~ singulier is, (B) 
s ,-;,:;-- . 1 . A. ~u. is regu ier. 
( Di t gedeel te is een verscherping van het bewij s in [3] . ) 
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Neem aan dat 
(a) V~at ~ is q_uasidisjunct ~ It.I<~. 
We definieren deelfamilies CL'\ van Ol voor elke )<B+ zo dat 
(b) dl=U{CLal"}</3+}. 
(c) V1<s+ ~!I<~ 
Wegens de regulariteit van ~en B+<28<&wvolgt uit (b) en (c) on-
middelijk dat loti.=a<b-at. Tegenspraak, dus (a) is niet waar, waarmede 
(i) en (ii) zijn aangetoond. 
De defini tie van de e5t;gaat met transfin:ifl:;e inductie: 
Laat Cl.0cct een maximale disjuncte deelfamilie zijn. 
Als voor een a<B+ en voor alle n<1C52.n gedefinieerd is, definieer dan: 
Aa=U{U~ In< f. 
Voor elke deelverzameling K van A met IKl~,definieren we ~a,K 
als volgt 
Als er A,A'eet. K bestaan met AnA'=K, laat dan <i.* K 
. . . a, . . "' . . ,,. l' q_uasidisJuncte deelfamilie vanu.. K ziJn zo dat 1, 
een maximale 
(d) 
Als zulke A,A 'e: dl. K niet bestaan, 
· "d" 3' t lf ·1· maximale q_uasi isJunc e dee am.1 ie 
* (e) (1.. K=¢# Cl-,, K=¢. 
1)' Cl' 
* laat dan CR. K een willekeurige 
l"D l~. N . vanV\, K ziJn. u is 1, 
Definieer tenslotte 
We verifieren nu (b) en (c). 
Veronderstel dat Ae.Cl en Af",voor alle 1<8+, 
We zullen aantonen dat A elke 7+1\A3 snijdt, )<B~ waaruit volgt dat 
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I A I~+. ~~egenspraak. 
Laat K=AnA.f We onderscheiden twee gevallen: (f) en (g) 
(f) * Veronderstel dat er een A'€dl is z6 dat AnA'\Kf0• 3,K 
Dan is Ao(A,~+ 1\A1)f0. 
(g) Veronderstel dat er geen A '€.Ol * K is z6 dat AnA '\Kf0. 
Daar A€.~ K is, volgens ( e) , 7s' al* K=l=0. Dus geldt voor alle 
* 11, a, 
A'ed K dat AnA'cK. Hieruit volgt dat (d) geldt. Maar dan is 
-Ei,* ]{,A} . . . . . . . 
u- KV quasidisJunct, in tegenspraak met de maximaliteit 
3, * 
van 011,K. · 
Hiermee is (b) aangetoond. 
Om (c) te bewijzen, merken we 
inneren er aan dat S+ .::_2S <~ 
eerst op dat !<Io I < ~ (a) , en we her-
+ Laat nu voor ~ < S en voor alle n<·~ 
lei I<~. 
n 
Dan is ook luc1+,I<~. 
Nu geldt IA.,,!.::_ l !UCL I<~ 
a n<a ]J 
vanwege 1)-1.::..S<cf~~-
De verzameling A\heeft hoogstens IA..,,_1 13 deelverzamelingen Kmet 
- - s 0s 
IKl.::_s. Daar IA11<Ja1 geldt ook IA-~! <t.la'(lemma 4(a)). 
Voor elke KcA1 met I Ki.::..S geldt !en..~ Kl<~ ( zie (a)), en wederom 
. . s/'71 l' 
wegens de regulari tei t van v a. · geidt: 
1~.,J 0..1csr K 1 <b"a1. 
o K a' 
Hiermee is (c) aangetoond en het bewijs van A voltooid. 
B. We tonen nu aan dat (i) altijd geldt, dus ook als ~ singulier is. 
Laat y<~a'willekeurig. Dan geldt (y 13 )<~, dus (yB)+<SJal.::_a.. (In feite 
( S)+ 6- · ( 6)+ . . ) y < '1oil, daar y regulier is. 
Het is eenvoudig in te zien dat 
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(immers, als o<(yS)+, dus o<yS dan is oS<ySS=yS). Pas nu A toe op een 
deelfamilie OC van at met l<I71 =( yS) +. Er blijkt een quasidisjuncte 
* t.cOC c.Ol.. te bestaan met 
~ s +1 s + lti-l~ (y ) =(y ) >y. 
Als a,S de eigenschap hebben dat ~ singulier is,dan laat voorbeeld 
4 zien dat er een familie (!l is die voldoet aan 
lat.I =a 
VAe<'J... IAl=s 
Vt;cd t;. is quasidisjunct ~ l(,.J <~. 
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